
 
 

บทที่ 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 
 ในการเปรียบเทียบวิธีการสรางตัวเลขสุมเม่ือนําไปประมาณคาพารามิเตอรสําหรับการแจก
แจงของตัวแปรสุมแบบตอเนื่องและการแจกแจงของตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง ในท่ีนี้ไดเรียบเรียง
ขอมูลท่ีเก่ียวของกับงานวิจัยตามลําดับ ดังนี ้
 1. วิธีการสรางตัวเลขสุม 5 วิธี  
 2. ตัวแปรสุมแบบตอเนื่องและตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง 
 3. คาคาดหวังและความแปรปรวนของตัวแปรสุมแบบตอเนื่องและตัวแปรสุมแบบไม 
              ตอเนื่อง  
 4. วิธีการสรางคาตัวแปรสุม 
 5. ฟงกชันการแจกแจงของตัวแปรสุมแบบตอเนื่องและฟงกชันการแจกแจงของตัวแปรสุม 
              แบบไมตอเนื่องและการสรางคาตัวแปรสุมของแตละการแจกแจง 
 6. วิธีการประมาณคา 2 วิธี คือ 
  6.1 การประมาณคาแบบสภาวะสูงสุด (Maximum Likelihood 
Estimation) 

          6.2 วิธีกําลังสองนอยท่ีสุด (Method of Least Square) 
 
1. วิธีการสรางตัวเลขสุม 5 วิธี 
 ในท่ีนี้ศึกษาวิธีการสรางตัวเลขสุมท่ีมีผูคิดคนขึ้น 5 วิธี คือ 
 1. วิธีตัดกลางกําลังสอง (Midsquare Method) 
 2. วิธีตัดกลางของผลคูณ (Midproduct Technique) 
 3. วิธีตัวคูณคงท่ี ( Constant Multiplier Technique) 
 4. วิธี Additive Congruential (Additive Congruential 
Method) 
 5. วิธี Linear Congruential (Linear Congruential Method) 
 

1. วิธีตัดกลางกําลังสอง (Midsquare Method) 
โดย Von-Neuman & Metropolis วิธีนี้อาศัยตัวเลขเร่ิมตน (Seed) มายก

กําลังสองและตัวตัวเลขสวนหัวและสวนทายออกดวยจํานวนหลักเทาๆกัน ตัวเลขท่ีอยูตรงกลางจะ
นํามาใชเปนตัวเลขสุมโดยทําใหตัวเลขนั้นเปนเลขทศนิยม ทําเชนนี้ตอเนื่องไปเร่ือยๆจนไดตัวเลข
สุมตามจํานวนท่ีตองการ 
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ตัวอยาง  ให X0 เปนตัวเลขเร่ิมตน เทากับ 3579 
 2

0X  = (3579)2 = 12809241 = X1 = 8092 
  R1 = 0.8092 
 
 2

1X  = (8092)2 = 65480464 = X2 = 4804 
  R2 = 0.4804 
            . 
       . 
2. วิธีตัดกลางของผลคูณ (Midproduct Technique) 
วิธีการนี้คลายกับวิธีตัดกลางกําลังสอง แตตัวเลขเร่ิมตนมี 2 ตัว คือ 0X   เปนตัวเลข

เร่ิมตนตัวแรก 0X  เปนตัวเลขเร่ิมตนตัวท่ีสอง โดย 0X   , 0X  เปนเลขขนาด d หลัก นํา 0X   
และ 0X  คูณกันแลวนําตัวเลขตรงกลางขนาด d หลักมาเปน 1X  ทําเปนเลขจุดทศนิยมก็จะ
กลายเปน 1R  นํา 0X  คูณกับ 1X  แลวนําตัวเลขตรงกลาง d หลักมาเปน 2X แลวสราง 2R  
ตอไปทําเชนนี้ไปเร่ือย จๆนไดตัวเลขสุมตามจํานวนท่ีตองการ 

ตัวอยาง  0X   = 3579  0X  = 9753 
 U 1  = 0X  0X  = (3579)(9753) = 34905987 = 1X  = 9059 
 1R  = 0.9059 
 2U  = 0X 1X  = (9753)(9059) = 88352427 =  2X = 3524 
 2R  = 0.3524 
 . 
 . 
 . 
3. วิธีตัวคูณคงท่ี (Constant Multiplier Technique) 
วิธีตัวคูณคงท่ี ตางจากวิธีตัวกลางของผลคูณ โดยวิธีการนี้มีคาคงท่ี 1 ตัวคือ k นํามาคูณ

กับ ตัวเลขเร่ิมตน ( 0X ) ซ่ึง 0X  มีขนาด d หลัก แลวนําเอาตัวเลขตรงกลางขนาด d หลักมาเปน 
1X  แลวนํามาสราง 1R  จากนั้นนํา k มาคูณกับ 1X  ซ่ึงมีขนาด d หลัก แลวนําเอาตัวเลขตรง

กลางขนาด d หลักมาเปน 2X  แลวนํามาสราง 2R  และทําเชนนี้ไปเร่ือยๆ จนไดตัวเลขสุมตาม
จํานวนท่ีตองการ 

ตัวอยาง  k = 1357  , 0X = 3579 
 V 1= k 0X  
   V1= (1357)(3579) = 04856703 =  X1  = 8567 
   1R = 0.8567 
   V 2 = k 1X   
    V 2 = (1357)(8567) = 11625419 = 2X = 6254 
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   2R = 0.6254 
     . 
 
     . 
4. วิธี Additive Congruential (Additive Congruential 

Method)  
 วิธีนี้กําหนดตัวเลขจํานวนเต็ม X1,X2,...,Xn ตามลําดับ นําตัวเลขเหลานี้มาสราง 
Xn+1,Xn+2,.. จากนั้นนําตัวเลขท่ีสรางมานี้มาสราง R1,R2,.... ตอไป โดยสูตรการสรางซ่ึงมี
การทํา Modulo m ซ่ึงจะทําใหคาท่ีไดเปนเลขเศษท่ีมีคานอยกวา m ซ่ึงการคํานวณคาตาม
สูตรตอไปนี ้
   
  Xi = (Xi-1 + Xi-n) mod m 
  Ri-n = 

m
X i   

 
 ตัวอยาง 1X  = 65 , 2X = 24 , X 3  = 39 , 4X = 88 , 5X  = 75 , 
                      n = 5 , m = 100 
  
  iX  = (Xi-1 + Xi-n) mod m 
  6X  = ( 5X  + 1X ) mod 100 =  (75 + 65) mod 100 
        = 140 mod 100 = 40 
  56R = 1R = 100

40  = 0.40 
 
  7X  = ( 6X  + 2X ) mod 100  =  (40 + 24) mod 100 
        = 64 mod 100  =  64 
  57R = 2R  = 0.64 
  . 
  . 
  . 
 
 5. วิธี Linear Congruential (Linear Congruential 
Method) 
 วิธีนี้ไดพัฒนา โดย Lehmer ในป ค.ศ.1951 และเปนวิธีท่ีนิยมใชกันในปจจุบัน วิธีนี้มี
สูตรการคํานวณหาดังนี ้
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  1iX  = (a iX + c) mod m  ; i = 0,1,2,... 
   
 1X , 2X , 3X ,....., iX , 1iX  เปนเลขจํานวนเต็มอยูระหวาง 0 กับ m -1 
 เม่ือ 
  0X  เปนตัวเลขเร่ิมตน 
   a   เปนคาคงท่ีท่ีใชในการคูณ 
   c   เปนคาท่ีเพ่ิมขึ้น 
   m  เปนตัว Modulus 
 
 ดังนั้นจะไดตัวเลขสุม 
   
  1iR  =  

m
X i 1   

 ตัวอยาง  a = 65539  c = 435  m = 10000  และ 0X = 3579 
  
  1iX  = (a iX + c) mod m  
  1X  = (65539*3579 + 435) mod 10000 
  1X  = 234564516 mod 10000 = 4516 
  1R  = 4516/10000 = 0.4516 
 
  2X = (65539*4516 + 435) mod 10000 
  2X = 4559 
  2R  = 4559/10000 = 0.4559 
  . 
  . 
  . 
 
 โดยตัวเลขสุมท่ีไดตองมีคุณสมบัติ 2 ขอ ดังนี ้
 1. มีความสมํ่าเสมอ (Uniformity)  ทดสอบดวยการทดสอบการแจกแจง 
(Distribution Test) ดวยไคสแควร (Chi-Square Test) เปรียบเทียบการแจกแจง
ของตัวเลขท่ีผลิตขึ้นกับการแจกแจงสมํ่าเสมอ U(0,1)  
 2. มีความเปนอิสระตอกัน (Independence) ทดสอบดวยการทดสอบรัน (Run 
Test) 
 
2. ตัวแปรสุมแบบตอเนื่องและตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง 
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    ตัวแปรสุม(Random Variable) 
 ตัวแปรสุมจําแนกได 2 ประเภท คือ 
 2.1 ตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง (Continuous Random Variable) 

2.2 ตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง (Discrete Random Variable) 
 
    2.1 ตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง (Continuous Random Variable) 

นิยาม                                                                         
 ตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง (Continuous Random Variable) 
  ใหตัวแปรสุม X เปนตัวแปรสุมเราไมอาจจะนับจํานวนคาท่ีเปนไปไดของตัวแปร  
           นั้น คาของตัวแปรสุมประเภทนี้จะกําหนดเปนชวงๆ เชน 
  X = {x | 0 < x < 10} 
 

นิยาม 
ตัวแปรสุม X เปนตัวแปรสุมแบบตอเนื่องท่ีมีคาอยูในชวง (a,b) โดย a < b  f(x) 
เรียกวาฟงกชันความนาจะเปน ถา f(x) มีคุณสมบัติดังนี ้

  1. f(x)   0 

  2.  
b

a

dxxf 1)(  

  3. ถา c และ d เปนคาในชวง (a,b) และ c < d 

   P(c < X < d) = 
d

c

dxxf )(  

นิยาม 
ถาตัวแปรสุม X เปนตัวแปรสุมแบบตอเนื่องท่ีมีคาอยูในชวง (a,b)  
F(x) จะเรียกวาฟงกชันการแจกแจงสะสม ถา F(x) กําหนดไวดังนี ้

  
   F(x) = P(Xx) = 

x

a

dxxf )(  

 
 คุณสมบัติของฟงกชันการแจกแจงสะสม 
 1. 0   F(x)   1 
 2. ถา x 1  < x 2  แลว F(x 1)   F(x 2 ) 
 3. f(x)=

dx
xdF )(  

 4. P(a < X   b) 
     P(a   X   b) 
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     P(a   X < b)          = F(b)  -  F(a) 
     P(a < X < b) 
 5. P(X=a)=0 
 6. ฟงกชันการแจกแจงสะสมเปนฟงกชันท่ีขึ้นทางขวาอยางเดียว 
 
 
 
 
 
 
  F(x) 
   
  
  
 
 

 
                                                                                   x 
 
    2.2 ตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง (Discrete Random Variable) 
    นิยาม     

ตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง (Discrete Random Variable)  
 ใหตัวแปรสุม X เปนตัวแปรสุม ถาคาท่ีเปนไปไดของ X มีจํานวนจํากัด 

(Finite)  
นับจํานวนไดเรียก X วา ตัวแปรสุมไมตอเนื่อง (Discrete Random 

Variable) กลาวคือ  ตัวแปรสุม   X = {x/x= ,...,, 321 xxx } 
    
    นิยาม 
 ตัวแปรสุม X เปนตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่องท่ีมีคาเปนจํานวนนับไดและมีคาเปน   
          x1 , ,..., 32 xx  ฟงกชัน p เรียกวา ฟงกชันความนาจะเปนของ X  
 ถา p( ix ) กําหนดไวดังนี ้
  p( ix ) = P(X= ix ) ; i = 1,2,3,... 
 โดยท่ี  p( ix ) ตองมีคุณสมบัติ ดังนี ้

1. 0    p( ix )   1 
2. 

ix
ixp )(  = 1 
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    นิยาม     ให X เปนตวัแปรสุมแบบไมตอเนื่อง ฟงกชัน F(x) เรียกวาฟงกชันการแจกแจง 
      สะสมของ X  ถา F(x) กําหนดไวดังนี ้
 F(x) = P(Xx) = 

xx
i

i

xp )(   ซ่ึง xxi   

 
     คุณสมบัติของฟงกชันการแจกแจงสะสม 

1. 0    F(x)   1 
2. ถา 1x  < 2x  แลว  F( )()

21 xFx   
3.  ถา 1x  < 2x <... < 1ix < ix  แลว P(X= ix )=F( ix ) - F( )1ix  

 4.  P(c < X   d)=F(d)-F(c) 
      P(c X  d)=F(d)-F(c)+P(X=c) 
      P(cx<d) = F(d)-F(c)+P(X=c)-P(X=d) 
      P(c<x<d) = F(d)-F(c)-P(X=d) 
 

5. ฟงกชันการแจกแจงสะสมเปนฟงกชันท่ีขึ้นทางขวาแบบขั้นบันได 
 
     F(x) 

 
                                                                                              X 
 
3. คาคาดหวังและความแปรปรวน (Expected Value and Variance) 
 
    นิยาม   ให X เปนตัวแปรสุม E(X) เรียกวา คาคาดหวังของ X ถา 
  
  E(X) = 

x
xxf )( =      X เปนตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง 

  E(X) = 
b

a

dxxxf )(   X เปนตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง 

      มีคา  a < x < b 
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     นิยาม   ให X เปนตัวแปรสุม E(X) =   เปนคาคาดหวังของ X เราเรียก V(X)= 2

วา 
     ความแปรปรวนของ X ถา 
 V(X)  =   E(X 2 ) - [E(X)] 2   
 E(X 2 ) = 

x
xfx )(2    X เปนตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่อง 

 E(X 2 ) = 
b

a

dxxfx )(2   X เปนตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง 

     มีคา  a < x < b 
 S(X) = )(XV   S(X) เปนสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของ X 

 
 
4. วิธีการสรางคาตัวแปรสุม 
    ในการศึกษานี้ใช 2 วิธีของการสรางคาตัวแปรสุมตามการแจกแจงท่ีตองการทดสอบ คือ 

1.  วิธีการแปลงผกผัน (The Inverse Transform Method) ใชสําหรับการ
สรางคาตัวแปรสุมของการแจกแจงแบบเอกซโปเนนเชียล(Exponential Distribution) 
การแจกแจงแบบพัวซอง(Poisson Distribution) และการแจกแจงแบบทวินาม
(Binomial Distribution) 

2.  วิธีการปฏิเสธ (The Rejection Method) ใชสําหรับสรางคาตัวแปรสุม 
ของการแจกแจงแบบปกติ(Normal Distribution) 

 
1. วิธีการแปลงผกผัน (The Inverse Transform Method) 
    วิธีนี้สะดวกเนื่องจากถาเราทราบรูปแบบฟงกชันการแจกแจงสะสม(Cumulative 

Distribution Function) ของตัวแปรสุมนั้นแลวนําฟงกชันการแจกแจงสะสมนี้มาเทากับ
ตัวเลขสุมท่ีมีการแจกแจงแบบสมํ่าเสมอ (0,1) นั้นคือ ฟงกชันการแจกแจงสะสมตองมีการแจก
แจงแบบสมํ่าเสมอ (0,1) เชนกัน 

 
ทฤษฎี  ฟงกชันการแจกแจงสะสม(Cumulative Distribution Function)

ของตัวแปรสุม X คือ F(x) จะมีการแจกแจงแบบสมํ่าเสมอ (0,1) 
 

เม่ือ F(X) มีการแจกแจงแบบสมํ่าเสมอ และ R (Random Number) ก็มีการ
แจกแจงแบบสมํ่าเสมอ จึงสามารถใชวิธีการแปลงผกผันหาคาตัวแปรสุม ไดดังนี ้

 
F(X) = R 
X = F-1 (R)  
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2.  วิธีการปฏิเสธ (The Rejection Method) 
    วิธีการในการสรางคาตัวแปรสุมท่ีมีฟงกชันความหนาแนน g(x)เราสามารถใชในการ

สรางจากฟงกช่ัน f(x) โดยการสราง y จากฟงกชัน g หลังจากนั้นสรางคาความนาจะเปนดวย

สัดสวน 
)(
)(

yg
yf โดยให c เปนคาคงท่ี 

  
)(
)(

yg
yf    c    สําหรับทุกคาของ y 

 
 
 
 
 
 
    ดังแผนภาพการสรางคาตัวแปรสุม x ท่ีมีฟงกชันหนาแนน f ดวยวิธีการปฏิเสธ ดังนี ้
                                                                                           
                                                      
                                                                                                                      Yes set x=y              
                   
                                                                                                              no 
 
             
มีขั้นตอนการทํางาน ดังนี ้
ขั้นตอนท่ี 1     สราง y ท่ีมีความหนาแนน g 
ขั้นตอนท่ี 2     สรางตัวเลขสุม U  
ขั้นตอนท่ี 3     ถา U ≤ 

)(
)(

ycg
yf  , ให x = y ถาไมใชกลับไปท่ีขั้นตอนท่ี 1 

 
5. ฟงกชันการแจกแจงของตัวแปรสุมแบบตอเนื่องและการแจกแจงของตัวแปรสุมแบบไม 
    ตอเนื่องและการสรางคาตัวแปรสุมของแตละการแจกแจง 
   ในการศึกษานี้ศึกษาถึงการแจกแจงของตัวแปรสุมแบบตอเนื่อง 2 ประเภท คือ 

1. การแจกแจงแบบเอกซโปเนนเชียล(Exponential Distribution) 
2. การแจกแจงแบบปกต(ิNormal Distribution) 

    สวนการแจกแจงของตัวแปรสุมแบบไมตอเนื่องศึกษาจาก 2 ประเภทของการแจกแจง คือ 
1.  การแจกแจงแบบพัวซอง(Poisson Distribution) 

 2.  การแจกแจงแบบทวินาม(Binomial Distribution) 
 

Generate a random 
number U 

Is U ≤ 
)(
)(

ycg
yf    Generate y ~ g 
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    สําหรับการสรางคาตัวแปรสุมในการศึกษาคร้ังนี้ใชวิธีการแปลงผกผัน(The Inverse 
Transform Method) สําหรับการแจกแจงแบบเอกซโปเนนเชียล การแจกแจงแบบพัวซอง 
และการแจกแจงแบบทวินาม สวนการแจกแจงแบบปกติใชวิธีการปฏิเสธ(The Rejection 
Method) ในการสรางคาตัวแปรสุม  
 

การแจกแจงแบบเอกซโปเนนเชียล(Exponential Distribution)   
มีฟงกชันหนาแนนความนาจะเปน(Probability density function)  ดังนี ้
 

 f(x) =       

1  

x

e


.     ถา    x   0 

                           0                     อ่ืนๆ   
                         
  
 E(X) =   Var(X) = 2  
 เม่ือใชวิธีการแปลงผกผันในการสรางคาตัวแปรสุมหาคาตัวแปรสุมดังนี ้
 
  F(x) = R 
  x = F 1 (R) 
  
 F(x) = P(Xx) 

        = dxedxxf
xx x






 
0 0

1)(  

 F(x) = 1- e 
x



 
 F(x) = R 

1- e 
x



 = R 
e 

x


 = R 
       x = -  * ln (R)  

 
 และมีขั้นตอนการทํางาน (Algorithm) ดังนี ้
 
 ขั้นตอนท่ี 1 สรางตัวเลขสุม U 
          ขั้นตอนท่ี 2 x = -  * ln (R)  
 ขั้นตอนท่ี 3   Return 
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 การแจกแจงแบบปกติ (Normal Distribution)  
 ตัวแปรสุม X มีการแจกแจงแบบปกติ มีคาเฉล่ีย (Mean) เทากับ   และความ
แปรปรวน (Variance) เทากับ 2  โดยมีฟงกชันหนาแนนความนาจะเปน(Probability 
density function) ดังนี ้

  f(x) =   22 2

2
.

2
1 


 xe   , -< x <   

 
  E(X) =     Var(X) = 2  

 
สําหรับการแจกแจงแบบปกติในการศึกษานี้ใชวิธีการปฏิเสธ(The Rejection 

Method)ในการสรางคาตัวแปรสุม ดังนี ้
 
 
 

การสรางคาตัวแปรสุมท่ีมีการแจกแจงแบบปกติ  (Generating a Normal 
Random Variable) 
     การสรางตัวแปรสุมท่ีมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน Z~N(0,1) นั้น เม่ือคาสัมบูรณของ 
Z มีฟงกชันหนาแนนความนาจะเปน (Probability density function) 
 

              f(x)= 2

2

.
2
2 x

e



         ;    0 < x<   

 
    เม่ือให g คือ ฟงกชันหนาแนนนาจะเปนแบบเอกซโปเนนเชียลมีคาเฉล่ียเทากับ 1 นั่นคือ 
 
              g(x) = e x       ;    0 < x<   
    ดังนั้น 

              2

2

/2
)(
)( xx

e
xg
xf 

   

    คาสูงสุดของ  
)(
)(

yg
yf  เกิดขึ้นเม่ือ x ทําให x-

2

2x มีคาสูงสุด เม่ือ x=1 

    ดังนั้น 
            c = Max 

)(
)(

yg
yf  = 

)1(
)1(

g
f = 

e2  

    เพราะวา  
)(
)(

ycg
yf  = exp{x-

2
1

2

2


x } 
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                       = exp{-
2

)1( 2x } 

    ดังนั้นสามารถสรางคาตัวแปรสุมท่ีมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน Normal(0,1) ตาม
ขั้นตอน ดังนี ้
ขั้นตอนท่ี 1   สราง y ท่ีมีการแจกแจงแบบเอกซโปเนนเชียลมีคาเฉล่ียเทากับ 1 
ขั้นตอนท่ี 2   สรางตัวเลขสุม U  
ขั้นตอนท่ี 3   ถา U   exp{- 2

)1( 2y } ,ให x=y  ถาไมใชกลับไปท่ีขั้นตอนท่ี 1 
     
ดังนั้นเราสรางตัวแปรสุม x ท่ีมีฟงกชันหนาแนนดังสมการ 
 

           f(x)= 2

2

.
2
2 x

e



          ;    0 < x<   

ท่ีมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน ดังนั้นจะได z~N(0,1) โดยให z = x หรือ –x 
และในขั้นตอนท่ี 3 คาของ x=y ถา U   exp{- 2

)1( 2y } ซ่ึงมีคาเทากับ log U 

  
2

1 2y   ดังนั้นสามารถเขียนขั้นตอนการทํางานใหมไดดังนี ้
ขั้นตอนท่ี 1   สรางตัวแปรสุมท่ีมีการแจกแจงแบบเอกซโปเนนเชียลท่ีมีคาเฉล่ียเทากับ 1 y1 ,y2 

ขั้นตอนท่ี 2   ถา  y2    
2

1 2y  , ให x = y1   ถาไมใชกลับไปท่ีขั้นตอนท่ี 1 

        ถาขณะนี้ได x= y1 และเรารูวา  y2    
2

1 2y  ซ่ึงมากกวาอยูเทาใดนั้น คําตอบก็คือ 
ให y2  มีการแจกแจงแบบเอ็กซโปเนนเชียลท่ีมีคาเฉล่ียเทากับ 1 และใหมีคามากกวาคาใดๆ 

จํานวนท่ี y2 มากกวา  
2

1 2y  ก็จะมีการแจกแจงแบบเอ็กซโปเนนเชียลท่ีมีคาเฉล่ียเทากับ 1 
นั่นคือ เม่ือเราผานในขั้นตอนท่ี 2 ไมเพียงแตเราจะได x (คาสัมบูรณของการแจกแจงแบบปกติ
มาตรฐาน) แตจาก  
y2-

 
2

1 2y  เราสามารถสรางคาตัวแปรสุมแบบเอ็กซโปเนนเชียลท่ีมีคาเฉล่ียเทากับ 1 ได 
         ดังนั้นโดยสรุปขั้นตอนการสรางคาตัวแปรท่ีมีการแจกแจงแบบเอ็กซโปเนนเชียลท่ีมีคาเฉล่ีย
เทากับ 1 และการสรางคาตัวแปรสุมท่ีมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน ดังนี ้
ขั้นตอนท่ี 1   สราง  y1 ท่ีมีการแจกแจงแบบเอ็กซโปเนนเชียลท่ีมีคาเฉล่ียเทากับ 1 
ขั้นตอนท่ี 2   สราง  y2  ท่ีมีการแจกแจงแบบเอ็กซโปเนนเชียลท่ีมีคาเฉล่ียเทากับ 1 
ขั้นตอนท่ี 3   ถา y2-

 
2

1 2y  > 0 , ให  y = y2-
 

2
1 2y และไปท่ีขั้นตอนท่ี 4 ถาไมใช 

                  กลับไปท่ีขั้นตอนท่ี 1 
ขั้นตอนท่ี 4   สรางตัวเลขสุม U และกําหนด 
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                  Z =        

1y             ;    U 

2
1

  

                                        
                             


 1y           ;    U > 

2
1  

 
การแจกแจงแบบพัวซอง(Poisson Distribution) 
มีฟงกชันหนาแนนความนาจะเปน(Probability density function)  ดังนี ้
 
 pi  =  P{X=i} = e 

!i

i      ; i = 0,1,... 
 
 E(X) = Var(X) =   
  
เม่ือใชวิธีการแปลงผกผัน (Inverse Transform) ในการสรางคาตัวแปรสุมแบบ

พัวซองท่ีมีคาเฉล่ียเทากับ    โดยใชสมการดังนี ้
  
 p 1i  = ip

i 1
   ,   i   0 

 
โดยมีขั้นตอนการทํางาน (Algorithm) ดังนี ้
 
ขั้นตอนท่ี 1 สรางตัวเลขสุม U  
ขั้นตอนท่ี 2 ให i = 0 , p = e  , F = p 
ขั้นตอนท่ี 3 ถา U < F ให X = i และหยุด 
ขั้นตอนท่ี 4  p = ip

i 1
 , F = F + p , i = i + 1 

ขั้นตอนท่ี 5 กลับไปท่ีขั้นตอนท่ี 3 
 
จาก 5 ขั้นตอนในการสรางคาตัวแปรสุมท่ีมีการแจกแจงแบบพัวซองนั้น p = p i  เปนคา

ความนาจะเปนท่ี X = i และ F = F(i) เปนความนาจะเปนท่ี X นอยกวาหรือเทากับ i! 
 
การแจกแจงแบบทวินาม(Binomial Distribution) 
เม่ือตองการสรางคาตัวแปรสุมท่ีมีการแจกแจงแบบทวินามท่ีมีพารามิเตอร n,p โดยท่ีมี

ฟงกชันหนาแนนความนาจะเปน(Probability density function)  ดังนี ้
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 P{X=i} = ini pp
ini

n 


)1(
)!(!

!  ,  i = 0,1,....,n 

 
เม่ือใชวิธีการแปลงผกผันโดยการกระทําซํ้า(Loop) เม่ือ pr=P{X=i} เปนคาความ

นาจะเปนท่ี X เทากับ i และ F = F(i) เปนคาความนาจะเปนท่ี X นอยกวาหรือเทากับ i โดย
การทําซํ้า(Loop) ตามสมการและขั้นตอนการทํางาน (Algorithm) ดังนี ้

 
 P{X=i+1}= }{.

1
.

1
iXP

p
p

i
in




  

 
ขั้นตอนท่ี 1 สรางตัวเลขสุม U  
ขั้นตอนท่ี 2 c = 

)1( p
p


, i=0 , pr = (1-p) n , F = pr 

ขั้นตอนท่ี 3 ถา U < F , ให X = i และหยุด 
ขั้นตอนท่ี 4 pr = [c(n-i)/(i+1)]pr , F = F + pr, i = i+1 
ขั้นตอนท่ี 5 กลับไปท่ีขั้นตอนท่ี 3 

 
 
6. วิธีการประมาณคา  
    ในการศึกษาวิจัยนี้ใชวิธีการประมาณคา 2 วิธี คือ การประมาณคาแบบสภาวะสูงสุด
(Maximum Likelihood Estimation) และการประมาณคาดวยวิธีกําลังสองนอย
ท่ีสุด(Method of Least Square) ซ่ึงในแตละวิธีมีทฤษฎีและวิธีการดังนี ้
    6.1   การประมาณคาแบบสภาวะสูงสุด(Maximum Likelihood 
Estimation) 
            การประมาณคาพารามิเตอรดวยวิธีภาวะนาจะเปนสูงสุด (เปนวิธีท่ีใชกันแพรหลายมาก
ท่ีสุด มีแนวความคิดมานานตั้งแตคริสตศตวรรษท่ี 18 คารล ฟรีดริค เกาส (Karl Friedrich 
Gauss,1777-1855) และแดเนียล เบอรนูลล่ี (Daniel Bernoulli) ไดใชวิธีการนี้มาแลวตอมา
ในตนศตวรรษท่ี 20 โรนัลด ไอลเมอร ฟเชอร (Ronald Aylmer Fisher 1890-1962) ได
ทําการศึกษาคุณสมบัติของวิธีการนี้ ทําใหมีผูใชกันกวางขวางขึ้น และถือวาวิธีการนี้เปนผลงาน
ของฟเชอร โดยเขาไดนําเสนอผลงานเก่ียวกับวิธีการนี้ในป ค.ศ.1912 พรอมท้ังมีการปรับปรุง
แกไขสวนท่ีเก่ียวของใหเหมาะสมขึ้นอีกดวย นักสถิติคนอ่ืนๆก็มีสวนทําใหวิธีการนี้เปนท่ีนิยม
แพรหลายยิ่งขึ้นดวย 
นิยาม ให x1,…,xn เปนตัวอยางสุมจากประชากรท่ีมีฟงกชันความหนาแนน f(x; ),    
ฟงกชันภาวะนาจะเปน(Likelihood Function) ของตัวอยางสุม คือ ฟงกชันความหนาแนนรวม 
L = L( ;x1,x2,…,xn)=L( ) ของตัวอยางสุมนั้นท่ีถือวาเปนฟงกชันของพารามิเตอร   
นั่นคือ 
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          L( ;x1,x2,…,xn) = );(
1




n

i
ixf  

นิยาม คาของพารามิเตอร   ในเทอมของคาสังเกตของตัวอยางสุม x1,x2,...,xn ท่ีทําใหฟงกชัน
ภาวะนาจะเปนมีคาสูงสุด เรียกวา ตัวประมาณแบบภาวะนาจะเปนสูงสุด (Maximum Likelihood 

Estimator-MLE) ของ   นั่นคือคาของ   คือ ?=?(x1,...,xn) เปน MLE ของ   ก็ตอเม่ือ 
L(?)=L(?(x1,...,xn)) มีคาสูงสุด 
 
วิธีการหาตัวประมาณแบบภาวะนาจะเปนสูงสุด   
       เปนวิธีการหาคาของพารามิเตอร   ท่ีทําใหฟงกชัน L( ) สูงสุด ในการนี้มีขอควรสังเกต
ดังตอไปนี ้
1. เปาหมายในการหา MLE ของ   คือ การหาคา   เรียกวา ?=?(x1,...,xn) ท่ีทําให 
    L(?; x1,...,xn)   L( ;x1,x2,…,xn) 
    เม่ือ      และ X1=x1,...,xn=xn 
2. ถาฟงกชันภาวะนาจะเปน L( ) เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธได(Differentiable function) เม่ือ
เทียบกับ   อาจใชอนุพันธหา MLE ของ   ได เม่ือเรนจของ f(x;  ) ไมขึ้นอยูกับ   และ   
อยูในชวงจํานวนจริงชวงหนึ่งในกรณีดังกลาว ?  คือ รากของสมการ 
              


L  = 0 

        เงื่อนไขพอเพียง (Sufficient Condition) ท่ี ? ทําให   ),()?( LL  คือ 

               02

2






L   
           เม่ือ     ?  
3. การใชอนุพันธหา MLE ในหลายกรณีใช ln L จะสะดวกกวาท่ีจะใช L  
    ควรสังเกตวา 
          

 




 L

L
L .1ln  

         และ L > 0  ดังนั้นเม่ือให 
          0ln






L  

         เราจะได  0



L  ดังนั้น นอกจากนั้น เม่ือ 

         0ln
2

2






L  ก็จะทําให 02

2






L  ดวย 
 
นิยาม สมการท่ีใชหา MLE คือ 0




L  หรือ 0ln






L  เราเรียกวา สมการภาวะนาจะเปน 

(Likelihood equation) 
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การหาตัวประมาณคาพารามิเตอรของการแจกแจงแบบทวินาม (Binomial 
Distribution) 
ให Xi ~ Bernulli เม่ือ i = 1,...,n  
L(p ; X) = nn xxxxxx pppppp   111 )1(.....)1(.)1( 2221  
 
L(p ; iX ) =   ii xnx pp )1(  
ln L = )1ln().(ln pXnpX ii    

0)1(
1

ln








 

p
Xn

p
X

p
L ii  

           0
1





 

p
Xn

p
X ii  

             
p
Xn

p
X ii




 

1
 

           iii XpnpXpX  

                                     p
n
X

X i    

ดังนั้น ตัวประมาณคาพารามิเตอร p ของการแจกแจงแบบทวินาม คือ X  
 
 
การหาตัวประมาณคาพารามิเตอรของการแจกแจงแบบพัวซอง (Poisson 
Distribution) 
ให Xi ~ Poisson เม่ือ i = 1,...,n  
โดย Xi มีฟงกชันการแจกแจง ดังนี ้

f( ,...2,1,0;
!

), 


x
x

ex
x

i





, 

      L   = ),()...,().,().,( 321  nxfxfxfxf  

           =
!

....
!

.
!

.

21

21

n

xxx

x
e

x
e

x
e n  

  

   = 
!

.

i

xn

x
e i



 

 

     lnL  = !lnln   ii xxn   

  


 Lln = 0 


ix
n  

  n
xi 


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n
xi  

ดังนั้นตัวประมาณคาพารามิเตอร   ของการแจกแจงแบบพัวซอง คือ X  
 
การหาตัวประมาณคาพารามิเตอรของการแจกแจงแบบเอกซโปเนนเชียล (Exponential 
Distribution) 
ให Xi ~ Exponential เม่ือ i = 1,...,n  
โดย Xi มีฟงกชันการแจกแจง ดังนี ้

f( 0;.1), 


i

x

i xex 


 , 

      L   = ),()...,().,().,( 321  nxfxfxfxf  

  = 



nxxxx

eeee


 .1....1.1.1 321

 

           =  ix

n e 



1

.1  

    ln L  =  ixn


 1ln  

  0ln
2 


 


ixnL  

  

nxi 

2  


 2


n
xi  

 
n
x

X i  
ดังนั้นตัวประมาณคาพารามิเตอร   ของการแจกแจงแบบเอกซโปเนนเชียล คือ X  
 
การหาตัวประมาณคาพารามิเตอรของการแจกแจงแบบปกติ (Normal 
Distribution) 
ให Xi ~ Normal( ), 2  เม่ือ i = 1,...,n  
โดย iX มีฟงกชันการแจกแจง ดังนี ้
 

f(x) =   22 2.
2
1 


 xe   , -< x <   

 

DPU



 - 20 - 

L(
 







 


n

i
ix

n

n exxx 1

2
22

1
2

221
2 .

2
1),...,,;,





   

ln L(  
2

1
2

22

2
1ln

2
2ln

2
), 




n

i
ixnn




  

ดังนั้น     01),(ln
1

2

2




 


n

i
ixL




  

และ       0
2

1
2

),(ln 2

1
422

2




 


n

i
ixnL




  

จะได    Xx
n

n

i
i  

1

1
   และ   

2

1

2 1



n

i
ix

n
  

นั่นคือ MLE ของ   คือ Xx
n

n

i
i  

1

1?  

และ  MLE ของ 2 คือ   
2

1

2 1? 



n

i
ix

n
 = 2S  

 
ในท่ีนี้ 2?  ขึ้นอยูกับ   จะตองประมาณ   กอนจึงจะประมาณ 2  ได  ในกรณีเชนนี้มักเรียก 
  วา พารามิเตอรรบกวน (Nuisance parameter) 
 

6.2 การประมาณคาพารามิเตอรดวยวิธีกําลังสองนอยท่ีสุด (Method of 
Least Square) 
             แนวความคิดและวิธีการหาตัวประมาณแบบกําลังสองนอยท่ีสุด วิธีนี้เปนวิธีการสําคัญ
มีรากฐานมาจากทฤษฎีการประมาณเชิงเสน(Theory of Linear estimation) โดยไม
จําเปนตองทราบรูปการแจกแจงความนาจะเปนแตอาศัยผลตางระหวางคาสังเกตและคาคาดหมาย
เปนสําคัญ วิธีการนี้คิดขึ้นโดยคารล ฟรีดริค เกาส (Karl Friedrich Gauss, 1777-
1855) และอังเดร อังเดรเยวิช มารโคฟ (Andrei Andreevich Markov, 1856-
1922)  
 
นิยาม  ให x1,...,xn เปนตัวอยางสุมจากประชากรหนึ่งท่ีมีคาคาดหมาย E(x) คาของ
พารามิเตอรในเทอมของคาสังเกตท่ีทําใหผลบวกของกําลังท่ีสองของผลตางระหวางคาสังเกตกับคา
คาดหมายต่ําสุดจะเรียกวา ตัวประมาณแบบกําลังสองนอยท่ีสุด (Least Squares 
estimator) ของพารามิเตอรท่ีเก่ียวของ 
 นั่นคือ ตัวประมาณแบบกําลังสองนอยท่ีสุดของพารามิเตอร   (อาจเปนเวคเตอร)ท่ี
ปรากฏอยูในคาคาดหมาย E(x) ไดแก คาของ   ในเทอมของคาสังเกตท่ีทําให 

          Q = 2

1
))(( i

n

i
i xEx 



  ต่ําท่ีสุด 
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   มักหาตัวประมาณดังกลาว โดยการใชอนุพันธกลาวคือ ใช 
     0




Q  

 และเรียกสมการนี้วา สมการปกติ (Normal equation(s)) 
 
 คุณสมบัติของตัวประมาณแบบกําลังสองนอยท่ีสุด 
 
 ตัวประมาณแบบกําลังสองนอยท่ีสุดมีคุณสมบัติท่ีสําคัญหลายประการ โดยเฉพาะในตัว
แบบเชิงเสน ดังตอไปนี ้

1. เม่ือ Y = X   ท่ี E()=0  ตัวประมาณแบบกําลังสองนอยท่ีสุดของ   เปน
ตัวประมาณไมเอนเอียง 
พิสูจน  จาก  ?=( )()() 11   XXXXYXXX  
            =   XXX 1)(  
ดังนั้น E(?)=  เนื่องจาก E()=0  

2. เม่ือ IVEXY 2)(,0)(,    เมตริกซของความแปรปรวนและความ  
      แปรปรวนรวมของตัวประมาณแบบกําลังสองนอยท่ีสุดของ   คือ 21.)( XX  
      พิสูจน    V ])?)(?[()?(   E  

        = )])()()[(( 11   XXXXXXE  
        = ( 121 )()()   XXXIXXX   

3. ในตัวแบบเชิงเสน  XY  ท่ี IEE 2)(,0)(   
ตัวประมาณแบบกําลังสองนอยท่ีสุด ? ของ   เปนตัวประมาณท่ีมีความแปรปรวน
ต่ําสุดในบรรดาตัวประมาณท่ีไมเอนเอียงของ    
คุณสมบัตินี้ คือ ทฤษฎีของเกาสและมารโคฟ 

  
 ทฤษฎีบทท่ี 1 (เกาสและมารโคฟ) เม่ือ 
  Y = X +  , E()=0 , E( )= 2 I , E(Y )= X  
 ตัวประมาณแบบกําลังสองนอยท่ีสุด ?=( YXXX  1)  เปนตัวประมาณท่ีเปนฟงกชันเชิง
เสนไมเอนเอียงและดีท่ีสุดของ   
 พิสูจน ให *?  = [( ]) 1 AXXX   Y  เปนฟงกชันเชิงเสนของ Y  ท่ีใชประมาณ   จะ
หาเมตริกซ A ท่ีทําให *?  เปนตัวประมาณไมเอนเอียงของ   ท่ีมีสวนประกอบแตละตัวมีความ
แปรปรวนต่ําท่ีสุดในบรรดาตัวประมาณไมเอนเอียงของสวนประกอบของ   
 จาก E( *? ) =   จะได 
   = [( )(]) YEAXXX  = [( XXX  1)  + A] X   =    + AX  
 ดังนั้น AX  =    หรือ AX = 0 
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 V( *? ) = E[( *? -   ) ])?( *   
  = E[(( ][(())  YAXXX ])) 1   YAXXX  
                 
=E[( 11 )()   XXXXXX +A A +(   XXX 1) A+A ])( 1 XXX  
=[( 21 ]) AAXX    
ให A )( ijbBA   เมตริกซบวกกําหนดแน(Positive definite matrix) จึงมี ijb 0 
ทุกคา i=1,...,p 
ตองการหา B ท่ีมีสมาชิกบนเสนทแยงมุมหลักมีคานอยท่ีสุด เพ่ือทําให V( i

*? ) มีสมาชิกบนเสน

ทแยงมุมหลักต่ําท่ีสุด เม่ือ iib =
ij

n

j
a

1

2  = 0 ทุกคา i =1,...,p 

แตเม่ือ A = ( )ija   จะได iib =


n

j
ija

1

2 =0 

ดังนั้น 0ija  ทุกคา i และ j  ,  i=1,2,...,p ; j = 1,2,...,n 
นั่นคือ A = 0 และ *? = ( ?) 1   YXXX ซ่ึงเปนตัวประมาณแบบกําลังสองต่ําสุดของ   
 
4.  ตัวประมาณไมเอนเอียงและมีความแปรปรวนต่ําสุดของฟงกชันเชิงเสนใดๆของพารามิเตอร 

p ,...,1  คือ ฟงกชันเดียวกันของตัวประมาณแบบกําลังสองนอยท่ีสุดของ p ,...,1  
 
ทฤษฎีบท  ในตัวแบบเชิงเสน  XY  ท่ี E( 0)   
E(  )= I2  , E(Y )=X  ให t เปนเวคเตอรขนาด p x 1 ท่ีมีสวนประกอบคงท่ีตัว
ประมาณเชิงเสนไมเอนเอียง และมีความแปรปรวนต่ําท่ีสุดของ ?t  เม่ือ ?=( YXXX  1)  
 
พิสูจน  ให TY  เปนฟงกชันเชิงเสนของ Y  ท่ีใชประมาณ ?t   จะหา T ท่ีทําให TY  เปนตัว
ประมาณไมเอนเอียงและมีความแปรปรวนต่ําท่ีสุดของ  ?t    
 
 
จาก  E(TY )  = ?t   จะได TX = ?t    ดังนั้น TX= t   
       V(TY )  = E[(TY - t  )(T ) tY ] 
       TY - t    = T(X +)- t   = TX +T- t   =T 
 จึงได 
       V(TY )=E[T T  ]=T 2T   
       ])(][)([])(][)([ 1111   XXXTXTXXXTXTXXXTXXXXTXTT  
     = [ ])(][)([])(][)( 1111   XXXtTXXXtTXXXtXXXt  
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ขวามือของสมการนี้เปนผลบวกของเมตริกซในรูป A A ซ่ึงแตละเทอมมีสมาชิกบนเสนทแยงมุม
หลักไมติดลบ เฉพาะเทอมหลังเทานั้นท่ีเปนฟงกชันของ T  
ดังนั้น T T   มีสมาชิกบนเสนทแยงมุมหลักนอยท่ีสุด เม่ือสมาชิกบนเสนทแยงมุมหลักของเทอม
หลังเปน 0 หมด ซ่ึงจะเปนเชนนั้นไดเม่ือ T = XXXt  1)(  
ดังนั้น ตัวประมาณไมเอนเอียงและมีความแปรปรวนต่ําสุดของ t   ไดแก TY = 

?)( 1 tYXXXt    
 
การประมาณความแปรปรวนในตัวแบบเชิงเสน 
ทฤษฎ ี ในตัวแบบเชิงเสน  Y = X   ท่ี E()=0  E( I2)   ตัวประมาณท่ีไมเอน

เอียงของ 2  คือ 
pn 

1 ( )?)(?  XYXY   เม่ือ Y  เปนเวคเตอรขนาด n x 1 และ   x 

เปนเมตริกซขนาด p x 1 ,  เปนเวคเตอรขนาด n x 1 และ YXXX  1)(?  
 
พิสูจน 
 ?XY  =(X )  
 I-X( XXX  1) เปนเมตริกซสมมาตรและไอเดมโพเทนต (Symmetric 
idempotent matrix)   
ดังนั้น  
 ( )?()?  XYXY  = [I-X(   ]) 1 XXX  
      E[( ])([)]?()? 12 XXXXItrXYXY    
          = )])(([ 12 XXXXtrtrI    
          = 2 [ ].Iptrn   = (n-p) 2  
ดังนั้น )()(1  XYXY

pn



 เปนตัวประมาณไมเอนเอียงของ 2  

 
 
 
 
ตัวประมาณแบบภาวะนาจะเปนสูงสุด (Maximum Likelihood Estimation) 
และ 
วิธีกําลังสองนอยท่ีสุด (Method of Least Square) ของแตละการแจกแจงท่ีใช
สําหรับการศึกษา ดังนี ้
 

การแจกแจง พารามิเตอร ตัวประมาณคา 
การแจกแจงแบบพัวซอง   ? X  
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(Poisson Distribution) 
การแจกแจงแบบทวินาม 
(Binomial Distribution) 

p  p?  X  

การแจกแจงแบบเอกซโปเนนเชียล 
(Exponential Distribution) 

  ? X  

การแจกแจงแบบปกต ิ
(Normal Distribution) 

   และ 2  22?,? SX    
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